Kuyruk Teorisi(Y. L.)

12. Hafta

Seri(Tandem) Kanalli Kuyruk Modelleri

Acik Jackson Modeli

Asagidaki gosterilen veriler ile tanimlanan tandem kuyruk modelini g6z 6niine alalim.
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AYRILIS

1.Sistem
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a. Sistem, ardisik r tane M /M /c tipli kuyruk sisteminden olusur. Misteriler
sisteme A parametreli Poisson akimi ile gelmektedir. Her bir bekleme hattinda
keyfi sayida musteri olabilir.

b. i —inci sistemin her bir kanalinda hizmet siresi (n;), u; parametreli Ustel
dagilima sahiptir ve 14, ..., ,’ler bagimsizdir.

c. Her bir misteri 6nce 1. sistemde daha sonra 2. sistemde vb. gibi r. sistemde

Yukarida tanimlanan model ilk kez Jackson (1954) tarafindan analiz edilmis ve alt
sistemlerdeki musteri sayilarinin bagimsiz oldugu ac¢iklanmistir. Jackson teoremini ifade
etmek icin asagidaki 6sterimleri ifade edelim.

N (t), t anindak-inci sistemde bulunan musteri sayisi olsun.
P(N(t) =ny) = pp, (D) (k=1,..,7;m,=0,1,...,)
P(N1(t) = ny, ..., Ne (6) = 1p) = Py iy, i, ()
ve
1M Py, (8) = Py,
Teorem(Jackson). min(uy, Uy, ..., 4-) > A kosulu altinda
Iim pry g, () = Pryng,.m,

limiti vardir ve



Pning,...ny = Pny-Pny- ----pnr(nl >0,..,n.>0)

Jackson teoremini r=2 ve c=1 durumu igin ifade edelim ve ispatlayalim. Genel duru igin
ispat benzer yolla yapilir.
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Once Py, (t) olasiliklari igin diferansiyel denklemleri kuralim.
P00 = —=Apo,o(t) + p2po,1(t), ny =n, =0,
p,m,o () = —(A+ upn, o (@) + An,—1,0(8) + p2pn, , (), ny >0,n, =0,

P’O,nz (t) = =(A + u2)Pon, (1) + U1P1,n,-1 () + UaDony +1 (D),

nz > 0,n1 = O,

P’nl,nz () = —(A+ py + p2)Pn 0, (®) + A, —10, (&) + 1 Pn, +1,0,-1(8) + HoPny n,+1(E), 12
>0,n, >0,

Bu denklem sisteminde t — ocokosulu altinda limit alirsak
0 = —Apoo + U2Po1, M1 =Ny =0,
0=—(A+ u)pn,, + APn,-1,0 + H2Pn, ) n; >0,n, =0,
0=—(A+ p2)Pon, + W1P1n,-1 + U2Pony+1, M2 > 0,ny =0,
0=—(A+u + u)Pnyn, + AWny-1n, + B1Pny+1n,-1 + H2Pryny+10 n, >0,n; >0,
Denklem sistemini elde ederiz. Denklem sisteminin ¢6ziim,
Pnin, = P1 P2 %Poo Nz =0,my =0

formilu elde edilir. Burada p; = A/ul,pz = ’1/“2 dir. Btlin olasiliklari pg o(sistemin bos
olmasi olasiligi) tiirlinden yazilmistir. Bilinmeyen pg o olsihigini

Yy 2y Pnym, = 1 ergodiklik kosulundan bulunur.
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(===
Poo 1—p/\1—p,)

buradan
Poo = (1 —p)(1 —p2)
boylece
Pryn, = P1Mp2"2(1— p)(1 —py),ny 20,n; 20

bulunur. Buradan marjinal olasiliklar hesaplanirsa
Py = Xiny=0Pnyn, = Lmy=0P1"2p2"* (1 = p1)(1 = p2)

Pn, = Pp1" (1= pq)
Pr, = Lmy=0Pnyny, = Zmy=0P1 P22 (1 = p1)(1 = p2)

Pn, = P2"2(1 = p3)
bulunur. Boylece

Pnyn, = PnyPn,

oldugu gorulir. Yani alt sistemlerdeki musteri sayilari bagimsizdir.
Performans Olgiileri
a. Sistemdeki Ortalama Miisteri Sayisi
L =E(Ny,N,) = Z?aol Z?fz(n1 + nz)Pnl,nz

=Y 2, (g + ny)p; 2" (1 — p)(1 — py)

olarak bulunur.
b. Kuyruktaki Ortalama Miisteri Sayisi
Kuyrukta bekleyen miusterilerin ortalama sayisi

Q = Q4 + Q,dir. Burada Q, ve Q, sirasi ile 1-inci ve 2-nci kanalin 6nliinde bekleyen misteri
sayisidir. M/M/1 sisteminde ortalama musteri sayisi formulu kullanildiginda,
P

2 2
Pi_veQ, = 22— elde ederiz. Bdylece
1-ps 1-p2

Q=

2 2

P1 P2
+
1-p1 1-p;

Q=0,+0; =

bulunur.



c. Sistemde Ortalama Kalma Siiresi

Sistemde kalma siiresi, ilk kanal 6ntindeki kuyruga giris ani ile ikinci kanaldaki
hizmetin bitis ani arasindaki stredir.

T;: Bir musterinin 1-inci sistemde kalma siresi
T,: Bir musterinin 2-nci sistemde kalma siresi
T,veT,’yi asagidaki bicimde gosterelim.
Ty=X{ +Xo+ 4+ Xy, o=V +Y + -+ ¥y,
Burada, X;~ exp(u;)ve Y;~ exp(u,) dir. X;veY;’ler bagimsizdir.

N;veN, sirasiyla 1-inci ve 2-nci sistemdeki musteri sayisi olmak lizere Jackson
teoremine gore;

P(Ny =ny,N, =n3) = Ppyn, = 1022 (1 —p) (1 —p3), 1y 220
Teorem: T; ve T, bagimsiz tesadifi degiskenlerdir.

ispat: (T;, T,)’ nin Laplace déniisimi ¢ (u, v), Ty ile T,' nin Laplace déniisiimleri sirasiyla
¢, (u) ve @, (v) olsun.T; ve T, nin bagimsiz oldugunu géstermek igin;

o, v) = @1 (w).@,(v)
oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
o(u,v) = E(e ¥, e7VT2)

dir. Tam olasilik teoremi geregince

o)

ou,v) = Z Z E(e™M.e™"2/N; = ny, Ny = 1) Pnyn,

n1=0 n2=0

— 210101=0 Z%ozzoE[e—u(X1+X2+...+Xn1+1). e—v(Y1+Y2+~~+Yn2+1)] p™Mp,"2(1 = p) (1 = py)

go(u, 17) — Z E[e—u(X1+X2+---+Xn1+1)]p1n1(1 _ pl) Z E[e—v(Y1+Y2+~-~+Yn2+1)] p2n2(1
n,{=0 n,=0

— p2)

Her bir X; ve Y;'nin Laplace déntsimu

Hq E(e~vYo) = U2

E(e %) = ——, e
Hytu Uz tU

dir. Hem X;’ler, hem de Y;‘ler bagimsiz oldugundan

+1
E[e—v(Y1+Y2+~-~+Yn2+1)] — ( K2 )nz
MtV



n{+1
E[e—u(X1+Xz+~-~+Xn1+1)] :( H1 ) !
Uy tu

oldugundan

pu,v) =% (u +u)n1+ 1M1 =p) X7, (# +v)n2+1 p2"2(1 = p,)

=d-p) (u +u) DX (u +u) (1= p2) (u +v) 2, (u +v)n2

o — A ] po — A ]
—A+u —A+v

¢mm=u

olur. Burada v = 0 alinirsa,

p1(=p0) =[]

u = 0 alinirsa,

02010 00) = [ 2]

Boylece

o, v) = @1(w). p,(v)

T; ‘in dagilim fonksiyonu

1—e =Mt >0
P(T, < ={ ’ =
(T <x) =1, t <0
ve ortalamasi
E(T) = —
1) — 1 _/1
bulunur. Benzer sekilde
1—e WDt >0
P(T, < —{ ’ =
(T, <y) 0, t<0
ortalamasi
E(T,) =
() =5
bulunur.

Sistemdeki ortalama kalma siiresi T = T; + T, oldugundan

1

E(T) = E(Ty +Ty) = E(T) + E(Ty) = - ——+-——




bulunur. Gérullyor ki sistemde ortalama kalma siiresi u; — A ve u, — A parametreleri ile
hipoustel dagihm gostermektedir. Boylece bu sistem icin momentler hesaplanabilir.

E[X] = ! + !
bp—A4 pp—4
E[X?] = - & P—
=D =Dz =2 (2 — 2
k! k! k! k!

E(X*) =

= Ga =D -2 T Ga =D — DD gy = DF

Bu momentler yardimiyla bekleme siresinin varyansi, ¢arpikhgi ve basikligi kolayca
hesaplana bilir.

d. Kuyrukta Ortalama Kalma Siiresi

Birinci kuyrukta ve ikinci kuyrukta bir misterinin ortalama bekleme siresi sirasiyla
W, ve W, olsun. Bir musterinin servislerde ortalama hizmet siireleri

EX)=1/y e E(Y) =1/, dir.

1 1 P1 P1

wm—A w owm—1 1-p

E(W1) = E(T1 _Xi) = E(T1) - E(Xi) =

Benzer yolla

1 P2 P2

Hp—A pp pp—2A 1—p,

E(Wz) = E(Tz _Yl) = E(Tz)_E(Yi) =

Boylece

EW) = EW, + W,) = EW,) + E(W,) = —2— + 2
1-p1 1-p;

2 tane ardistk M/M/1 sisteminden olusan Jackson modelini gbz 6niine alalim

Mdsterinin 1-inci ve 2-nci alt sisteminde ortalama kalma siiresi sirasiyla 1/#1 Y

1/#2 . Aoldugundan bu musterilerin sistemde ortalama kalma siresi

1 1

E(T) = +
o —A pp—A4

olacaktir. iy + u, = c (sabit) kosulu altinda E (T)’nin minimizasyon problemini ¢dzelim.
Bunun icin aritmetik ortalama ile geometrik ortalama arasindaki



A.0=G.0

X1+ X,
2

1
> (x1.%3)2

esitsizligini kullanalim

Burada x; yerine 1/H1 _ ) Ve xy yerine 1/!12 _ 5 Yazilirsa;

1 " 1 1
N (e[|
2 SN A\ -4
E(T) =2 !
a \/(H1 - Dy =)
Benzer sekilde x; yerine u; — A vex, yerine u, — A yazilirsa

=D+ W -4 1
- = [y~ Do = D2

2
C—22
2

> (= D) — )

E(T) 2

c— 21
olur.

Burada goruluyor ki E(T)’nin alabilecegi en kiglk deger 4/c — 22 dir.
E(T)fonksiyonu p, + u, = c kosulu altinda en kiiglik degerini
c

U1 = Uz = P
oldugunda alr.
minE(T) =
(T) c— 21
olur.
Bu durum r tane ardistk M/M/1 sistemi icinde gosterile bilir.
sl 1 ] : = —3 r
G)
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E(T) =

p— A pr— A

x1+x2+'“+x 1
D> [xy.Xp o X, T

r
U1 + -+ Uy = c (sabit) kosulu altinda E(T)’nin minimum degeri benzer yolla incelendiginde

2
E(T) =

c—rA

olur. E(T)’ nin minimumu olan rz/c — degerinip; = - = u, = Eoldugunda alr.



